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摘 要： 针对传统合成带宽高频雷达存在相参时间长，传统处理算法二维分辨能力弱等问题，提出一种基于矩

阵化原子范数的多周期脉冲内随机稀疏步进频率信号距离-多普勒二维估计方法 .通过在每个脉冲重复时间内连续发

射一串由多个载频步进子脉冲组成的脉冲序列来减少相参处理周期 .构造矩阵形式的连续原子集合，将距离-多普勒

二维估计转化为矩阵形式的原子范数最小化模型，并基于半正定规划问题进行快速求解 .所提方法有效降低了运算

量且实现了网格失配目标的二维高分辨 .理论分析与仿真实验验证了所提方法的有效性 .
关键词： 高频雷达；连续压缩感知；矩阵化原子范数；网格失配；Vandermonde分解；稀疏重构

中图分类号： TN957.52 文献标识码： A 文章编号： 0372-2112(2022)05-1150-09
电子学报URL:http://www.ejournal.org.cn DOI:10.12263/DZXB.20210479

Two-Dimensional Range-Doppler Estimation Method for High Frequen⁃
cy Radar Based on Matrix Atomic Norm
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Abstract： In order to solve the problems of long coherent time and weak two-dimensional resolution in traditional
synthetic bandwidth high frequency radar, a two-dimensional range-Doppler estimation method based on matrix atomic
norm for multi-cycle intra-pulse random sparse stepped frequency signal is proposed. Firstly, a series of pulse, which is
composed of sequences multiple carriers stepped sub-pulses, has been continuously transmitted in each pulse repetition time
to reduce the coherent processing period. Secondly, a continuous set of atoms in matrix form is constructed, and the two-di⁃
mensional range-Doppler estimation is transformed into a matrix form of atomic norm minimization problem. The above op⁃
timization problem is transformed into a positive semi-definite programming problem, and can be solved. The proposed
method can not only effectively reduce the amount of computation, but also achieve the high resolution under the condition
of off grid. Theoretical analysis and simulation experiments verify the effectiveness of the proposed method.

Key words： high frequency radar；compressed sensing；matrix atomic norm minimization；off grid；Vandermonde
decomposition；sparse reconstruction

1 引言

高频雷达（High Frequency Radar，HFR）一般工作

在 3MHz~30MHz频段范围内，具有远距离探测能力以

及全天候、低成本等优点，因此在远程预警、防空反导

等领域得到广泛应用［1，2］. 为获取高的距离-多普勒分

辨性能，雷达系统需要大的信号带宽以及长的相参积

累时间作为支撑 . 然而，HFR工作频段内不仅集中了

大量的无线电台，外界干扰也异常严重，很难获取可供

使用的连续“干净”宽频带，从而限制了雷达探测精度

的提升 . 因此，探索行之有效的提高探测性能的方法已
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成为HFR研究的重点内容，得到广泛关注［3，4］.
为实现“复杂”环境下的二维高分辨，学者提出通

过发射多个不连续的频带来避开干扰频段，在接收端

利用信号处理方式实现大的合成带宽 . 实际上，这种波

形可以称之为随机稀疏步进频率（Random Sparse
Stepped Frequency，RSSF）信号［5］，通过发射部分窄带

子脉冲实现大的距离合成带宽，且抗干扰能力得到提

升 . 然而，这类波形存在以下两个方面的问题：一是相

干处理时间过长 . 在子脉冲带宽一定的条件下，要得到

大的合成带宽就必须增加发射子脉冲个数，然而由于

脉冲个数增多导致的长相干处理时间会加大距离像合

成的难度 . 虽然可以通过降低脉冲重复时间的方式减

小上述影响，但带来的却是探测距离的损失［6］；二是由

于信号频谱的不连续，会造成传统方法存在分辨率低、

旁瓣高等缺点，进而影响对弱小目标的分辨 . 针对这类

问题，学者进行了大量的研究，并提出了多种频谱不连

续条件下的处理算法，如频谱补全、插值技术、非连续

谱预测以及波形设计等［5，7~9］. 近年来，学者将稀疏恢复

特别是压缩感知理论［10］（Compressed Sensing，CS）引入

到稀疏信号处理领域，通过对目标稀疏特性的利用，得

到了传统方法无法比拟的重构优势，已成为稀疏信号

处理普遍采用的手段［11］. 如文献［12］中利用CS方法实

现了稀疏步进频率信号的距离-多普勒二维联合精确重

构，获得了更优的检测性能 . 实际上，传统CS方法可以

称之为一种离散化处理手段，通过对目标场景进行网

格划分，并构造相应的离散化稀疏基字典，再基于稀疏

重构算法实现对目标位置的精确定位［13］，其应用的前

提是目标能够准确位于这些事先划分的网格点上 . 然

而，在实际应用中这一条件往往无法满足，将会导致部

分偏离网格的目标得不到很好重构 . 虽然可以通过增

加网格划分密度［14］、网格不均匀划分［15］、字典自校

正［16，17］等技术减小网格失配带来的影响，但并不能从

根本上解决失配问题 . 此外，在带来运算量提升的同

时，过细的网格划分也会使得稀疏字典性能下降，影响

最终的重构性能提升 . 为此，文献［18］提出连续压缩感

知（Continuous Compressed Sensing，CCS）理论，其本质

是直接在连续域中进行稀疏建模，并通过求解原子范

数最小化（Atom Norm Minimization，ANM），避免了网格

离散化处理过程，实现对网格失配目标的准确估计 . 此

后，这一理论被成功应用于 DOA（Direction Of Arrival）
估计、雷达探测等领域，得到了比传统离散CS方法更好

的效果［19］. 然而，这类方法在处理二维信号时，需要对

数据矩阵进行向量化处理，在数据量较大时存在内存

要求高、计算效率低等问题［20，21］.
针对RSSF信号在HFR应用中存在的诸多问题以

及 CCS理论在解决网格失配问题时具有的独特优势，

本文将多周期脉冲内随机稀疏步进频率（Multi-cycle
Intra-pulse Random Sparse Stepped Frequency，MIRSSF）
信号引入到HFR中，解决传统合成带宽信号相参周期

过长的问题，并提出一种基于矩阵化原子范数的HFR
距离-多普勒估计方法 . 首先，在构建基于MIRSSF信号

回波模型的基础上，通过构造矩阵形式的连续原子集

合，将二维距离-多普勒估计转化为矩阵形式的原子范

数最小化问题 . 然后，基于原子范数的半正定性质，将

上述问题转化为半正定规划（Semi-Definite Program⁃
ming，SDP）问题并实现快速求解；最后，对重构得到的

两个分别包含距离和多普勒信息的 Toeplitz矩阵进行

分解得出最终的二维估计结果 . 所提方法直接以矩阵

形式进行二维稀疏建模与求解，不仅有效避免了网格

失配问题，在保持良好重构性能的同时进一步降低了

运算量，极大的提升了运算速度 . 理论分析与仿真实验

验证了所提方法的有效性 .
2 MIRSSF信号回波模型

假设需要合成的信号带宽为B，在雷达选频范围内

选择N个频率间隔为Δf的频点，可以得到系统所需的

合成带宽，即B=Δf. 根据选频准则，为避开干扰等不可

用频段，可用频点的个数只有M，（N £M）个，且每个可

用频点的频率可以表示为 fm = f0 +mDf，mÎ[1N ]. 与传

统步进频率信号子脉冲依次发射不同的是，所提信号

样式选择在一个脉冲重复周期 Tr时间内，连续发射M
个可用频点 . 为获得多普勒域分辨性能，方位向共需要

发射 Na组脉冲串，从而得到适用于 HFR工作环境的

MIRSSF信号样式，如图1所示 .
第na个脉冲串中第m个子脉冲信号可表示为：

st( tmna ) = rect
æ

è
çççç

t -mT - naTr

T
ö

ø
÷÷÷÷ ×

exp é
ë j2πfmna( t - naTr )ùû

（1）

其中 rect（·）为窗函数，m = 01M - 1，na = 01Na -
1，T表示子脉冲脉宽，Tr为一串子脉冲的脉冲重复时

间，fmna
表示第 na 个脉冲串中第m个子脉冲的载频，可

以写为：

fmna
= f0 + Γ (mna ) Df （2）

其中 f0 为初始载频，Γ (mna ) Î [1N ]为发射的子脉冲

序列，且保证每个脉冲串发射的子脉冲个数为M. 由于

环境的实时变化，因此每组脉冲串内的子脉冲载频发

射规律可以是不相同的 . 为满足子脉冲之间的正交性，

载频跳变间隔Df通常满足Df = 1/T.
假设观测场景中共有K个目标 σk ³ 0k = 12K，

且在观测时间内沿雷达视线方向匀速运动，此时经过
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下变频处理后的回波信号可以表示为

sr( )tmna =∑
k = 1

K

σk rect
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
út̂ - 2 ( )R0

k - Vkt /c

T
×

exp é
ë

ù
û-j2πfmna

2 ( )R0
k - Vkt /c

（3）

其中，t̂ = t -mT - naT，c为光速，R0
k 为第 k个目标与雷达

之间的初始距离，Vk为第 k个目标对应的径向速度 .
对于HFR来说，在脉冲重复周期时间内目标的运

动一般不会超过一个距离分辨单元，也即满足“走-停”

模型 . 此时，对每个子脉冲进行采样后得到的采样回波

可以表示为

X (mna ) »∑
k = 1

K

σk exp
æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷-j2πΓ ( )mna Df

2R0
k

c
×

exp
æ

è
çççç j2πna f0

2VkTr

c
ö

ø
÷÷÷÷

（4）

此时，上式可以表示为

X =∑
k = 1

K

σka ( f (a)
k ) bH( )f (b)

k = PσQH （5）
其中，XÎCM ´Na为回波数据矩阵；( × ) H

为共轭操作符号；

a ( f (a)
k ) = [ 1 exp ( j2πΓ (1na ) f (a)

k )  exp ( j2πΓ (M

)-1na )f (a)
k ]TÎCM ´ 1，且 f (a)

k = -2DfR0
k /c，f ( )b

k = 2f0TrVk /c且

b ( f ( )b
k ) ÎCNa ´ 1

可 以 表 示 为 [1exp ( )j2πf ( )b
k 

ù
ûexp ( )j2π ( )Na-1 f ( )b

k

T

；P=[a ( )f (a)
1  ]a ( )f (a)

2 a ( )f (a)
K

ÎCN ´K，Q = [b ( )f ( )b
1 b ( )f ( )b

2  ]b ( )f ( )b
K ÎCNa ´K. σ =

diag (δ) ÎCK ´K 为待重构的目标强度对角矩阵，其中

δ = [ σ1 σ2 σK ].
从式（5）可知，此时目标的距离-多普勒二维重构问

题转化为二维频率{( f (a)
nk f

(b)
na k )} K

k = 1

的估计问题 . 对于

上述模型，可以利用CS方法进行重构，但由于传统离散

CS方法假定目标准确位于事先划定的离散网格上，当

这一条件不满足时将会存在网格失配重构误差，影响

最终的高分辨重构 .
3 基于CCS的距离-多普勒二维估计方法

与离散 CS理论不同的是，CCS理论是一种基于原

子范数的稀疏重构理论 . 假设存在集合A，若信号Y可

以由该集合A中有限个原子进行表征，那么其原子范数

可以表示为

 Y
A
= inf {α > 0：YÎ α × conv ( A)}

= inf
ì
í
î
∑

k

ck：Y =∑
k = 1

K

ckh ( )fk ck ³ 0  fk Î [ 01] ü
ý
þ

（6）

其中，α称之为尺度函数，conv ( × )表示集合A所对应的

凸包，且 conv ( A)为包含原点的中心对称紧集［22］，h ( fk )
为凸包 conv ( A)中的原子 .

可以看出，式（6）所示的原子范数以系数 ck 的和

作为下界，通过在连续参量空间寻找最少的原子

h ( fk )来表征信号，可以视为对集合 A 添加了稀疏约

束，在这种约束下的集合 A 被看作为一个包含连续变

化参量的无限字典，也即避免了网格划分带来的失

配问题 .
3. 1 基于向量化ANM的无网格二维估计模型

为构建基于原子范数的重构模型，首先对式（5）进

行向量化操作得到：

Y = vec ( PσQH ) = (Q⊗ P ) vec (σ )
=∑

k = 1

K

σkb ( f ( )b
k ) ⊗ a ( )f (a)

k =∑
k = 1

K

σkc ( )fk

（7）

其中 vec ( × ) 为向量化操作，⊗ 表示 Kronecker 积，

c ( fk ) = b ( f ( )b
na k ) ⊗ a ( f (a)

nk ) ÎCNNa ´ 1.

⋯

电磁环境

频率f1 f2 f3 f4 fN-1 fN⋯ ⋯⋯ ⋯

不可用频段

时间

频率

f2

f3

fN

⋯

⋯

f5

选频准则

T NaTr

第1组脉冲串 第2组脉冲串

1 2 M⋯3

第Na组脉冲串

⋯

⋯Tr

⋯ ⋯

f1

f2

f3

f4

fN-1

fN

⋯

频率

时间

不可用频点 可用频点

传统步进频率波形

⋯

图1 MIRSSF发射信号示意图
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对于上述向量化模型，假设建立形如下式的原子

集合Av：

Av  {c ( f )：c ( f ) ÎCNNa ´ 1 fÎ [ 01] ´ [ 01]}
c ( f ) = c ( f (a)

n f ( )b
na ) = b ( f ( )b

na ) ⊗ a ( f (a)
n )

（8）

此时，基于式（8）可以得到 Y 的原子范数表示形

式为

 Y
Av
= inf {α > 0：YÎ α × conv ( Av )}
= inf

σk > 0c ( )fk Î Av

ì
í
î
∑
k = 1

K

σk：Y =∑
k = 1

K

σkc ( )fk

ü
ý
þ

（9）

根据文献［23］可知，根据原子范数的半正定特性，

上述问题可以转化为如式（10）所示的半正定规划

问题：

 Y
Av

= min
Xuv { }1

2 ( )tr ( )T ( )μ + g

s.t. Z =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úT ( )μ Y

Y H g
Z为半正定矩阵

（10）

其中 g为常数；tr ( × )表示矩阵的迹；T ( μ) ÎCNNa ´NNa 为

二重块Toeplitz矩阵，其具体形式可以表示为

T ( μ) =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
T1 T2  TN

T H
2 T1  TN - 1

   
T H

N T H
N - 1  T1

（11）

Tm =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

ú

ú
μ( )m1 μ( )m2  μ( )mNa

μH
( )m2 μ( )m1  μ( )mNa - 1

   
μH

( )mNa

μH

( )mNa - 1
 μ( )m1

（12）

对于式（10）所示的优化模型，由于 Toeplitz矩阵

T ( μ)的维度为回波数据维度大小的乘积 . 例如，假设

回波维度为 32×32，对应的矩阵Z维度达到 1025×1025，
常规计算机通常无法完成这样大维度矩阵的优化

问题 .
3. 2 基于矩阵化ANM的无网格二维估计方法

根据式（5）所示的回波模型可以看出，如果直接定

义矩阵形式的原子集合AM为

AM  {a ( f (a)) bH( f ( )b ) f (a)Î [ 01] f ( )b Î [ 01]}
= {A ( f ) = a ( f (a)) bH( f ( )b ) fÎ [ 01] ´ [ 01]}

（13）
其中，[ × ] ´ [ × ]表示在二维的频率范围 . 则式（5）所示

的 信 号 X 可 直 接 看 作 为 从 原 子 集 合 AM 的 凸 包

conv ( AM )中选取 K个形为 A ( f )的原子进行表征的问

题，其中 f 表示包含距离以及多普勒信息的二维频率

( f a f b ). 基于上述原子集合 AM，其对应的原子范数可

以表示为

 X
AM
= inf {α > 0：XÎ α·conv ( AM )}
= inf

σk > 0c ( )fk Î Av

ì
í
î
∑

k

K

σk：X =∑
k = 1

K

σk A ( fk ) ü
ý
þ

（14）

与传统离散压缩感知相似的是，为求解上述原子

范数最小化问题，可以等价为求解其相应的原子 ℓ0 范

数问题，即

 X
AM0

= min
fÎ [ ]01 ´ [ ]01

σk > 0A ( )fk Î AM

ì
í
î
∑

k

K

σk：X =∑
k = 1

K

σk A( fk )
ü
ý
þ
（15）

显然，式（15）可以视为一种矩阵形式的原子范数

最小化求解问题，从而避免了对回波数据进行向量化

操作带来的维度过大问题 . 然而，式（15）所示的问题是

一个NP难问题，实际上其可以转化为如下的低秩问题

进行求解：

min
Xuv

1
2

Rank ( )T ( )u +
1
2

Rank ( )T ( )v

s.t. Z =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úT ( )u X̂

X̂ H T ( )v
Z为半正定矩阵

（16）

其 中 ，X̂ 为 估 计 的 全 数 据 ；T (u) ÎCN ´N 以 及

T ( v) ÎCNa ´Na 为 Toeplitz矩阵，以 T (u)为例，其具体形

式可以表示为

T (u) =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
u1 u2  uN

uH
2 u1  uN - 1

   
uH

N uH
N - 1  u1

（17）

其中，u= [ u1 u2  uN ] ÎC1´N表示T ( μ)矩阵第一

行元素 . 同理，T ( v) ÎCNa´Na 具有与 T (u)相似的结构

形式 .
下面给出式（15）与式（16）等价的证明 .
假设式（15）中  X̂

AM0

=K，式（16）中 Rank (T (u) )
的最优解为R*

1，Rank (T (u) )的最优解为R*
2.

首 先 ，证 明 Rank (T (u) ) /2+Rank (T ( v) ) /2£

 X̂
AM0

=K成立 . 令u=∑
k=1

K

σka ( )f ( )a
k 、v=∑

k=1

K

σkb ( )f ( )b
k ，则

T (u) =∑
k = 1

K

σk a ( )f ( )a
k aH( f ( )a

k ) ³ 0 （18）

T ( v) =∑
k = 1

K

σk b ( )f ( )b
k bH( f ( )b

k ) ³ 0 （19）
此时，构造矩阵Z：
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Z =∑
k

K

σk

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úa ( )f ( )a
k

b ( )f ( )b
k

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úa ( )f ( )a
k

b ( )f ( )b
k

H

=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úT ( )u X̂

X̂ H T ( )v
（20）

可见，Z为半正定矩阵，因此，可得到Rank (T (u) ) £
 X̂

AM0

=K且Rank (T ( v) ) £  X̂
AM0

=K. 进一步可以得

出Rank (T (u) ) /2+Rank (T ( v) ) /2£  X
AM0

=K成立.
再证明Rank (T (u) ) /2+Rank (T ( v) ) /2³  X̂

AM0

=

K成立 . 首先给出Toeplitz矩阵的相关定理 .
定理 1［24］ 对于任意一个 N ´N 维的半正定 To⁃

eplitz矩阵 T (u)，若矩阵的秩Rank (T (u) ) = R*
1 <N），则

T (u)可唯一得到其Vandermonde分解为

T (u) =∑
k = 1

R*
1

σk a ( f ( )a
k ) aH( )f ( )a

k =APAH （21）
其中，A为N ´ R*

1维Vandermonde矩阵，且其每一列均由

向量a ( f ( )a
k )构成，即A= é

ë
êêêêa ( f ( )a

1 ) a ( f ( )a
2 ) a ( f ( )a

R*
1 )ùûúúúú；

P 为 R*
1 ´ R*

1 维为对角线为正数所组成的对角矩阵，且

P = diag ( éëσ1 σ2 σ
R*

1

ù
û ).

从定理1可以看出，X̂位于T (u)的列空间，也就是 X̂

可由不超过R*
1个原子来进行表示，即 X̂

AM0

£R*
1成立 .

同理，对于T ( v)，可得到相似的结论，即 X̂
AM0

£R*
2. 因

此Rank (T (u) ) /2 +Rank (T ( v) ) /2 ³  X̂
AM0

=K成立 .
综上所述，可知Rank (T (u) ) /2 +Rank (T ( v) ) /2 =

 X̂
AM0

，即式（15）与式（16）等价 .
在得到矩阵Z后，根据定理中的Vandermonde分解

可分别得到{ f ( )a
k } K

k = 1
与{ f ( )b

k } K

k = 1
. 之后，可通过简单的

频率对准处理得出最终的二维频率估计结果，其对准

原则可以表示为［24］

nna
= arg max

n

|
|
|||||

|
|||| aH( )f ( )a

k  n X̂a*( )f ( )b
k  na

（22）
其中，nna

表示多普勒域频率 f ( )b
k 所对应的距离域频率

f ( )a
k 的位置坐标 .

进一步考虑回波稀疏的情况，假设发射序列可表

示为ΩÎ {12M } ´ {12L}，其中{ × } ´ { × }表示

二维序列集合，且 | Ω | =M ´ L，（M <N，L <Na），其中

M ´ L表示二维序列的长度分别为M与 L. 实际上，在相

参时间内外界环境干扰不可能是固定不变的，因此在

每组子脉冲串稀疏发射时可以根据外界环境的变化及

时更新稀疏发射规律 . 最终的稀疏量测回波条件下重

构模型可以松弛为

min
Xuv { }1

2
tr ( )T ( )u +

1
2

tr ( )T ( )v

s.t. Z =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úT ( )u X̂

X̂ H T ( )v
 X̂Ω =XΩ

（23）

其中，η约束系数；Z 为半正定矩阵；XΩÎCM ´ L 表示回

波量测数据 .
在实际应用中，不可避免会伴随噪声干扰，同时考

虑噪声环境的影响，此时量测回波可以表示为

Y =XΩ +W （24）
其中，WÎCM ´ L表示噪声数据 .

此时，噪声环境下的稀疏回波恢复问题可以表示

为如下原子范数软门限（Atomic norm Soft Threshold⁃
ing，AST）问题：

min
Xuv { }η

2 ( )tr ( )T ( )u + tr ( )T ( )v +
1
2  Y - X̂Ω

2

F

s.t. Z =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úT ( )u X̂

X̂ H T ( )v
Z为半正定矩阵

（25）

其中，η为权值参数， ×
F
表示F范数 .

对于上述半正定优化问题，可以直接利用凸优化

工具，如SDPT3、SeDuMi等进行求解 .
4 算法性能分析

4. 1 内存需求与计算复杂度分析

对于基于ANM的无网格优化模型，半正定矩阵 Z

的维数决定了算法的内存需求以及计算复杂度，式

（23）中 Z 的维度为 ( N +Na ) ´ ( N +Na ). 对于每个复数

元素需要的内存存储空间为 16 B，因此矩阵化 ANM
（Matrix ANM，MANM）处理方法的内存需求为 16 ( N +

Na ) 2. 而 向 量 化 ANM 处 理 方 法（Vectorized ANM，

VANM），其半正定矩阵 Z 的维数为 ( NNa + 1) ´ ( NNa +

1)，相应的内存需求为16 ( NNa + 1) 2.
对于计算复杂度，可以分为 SDP模型优化以及

Vandermonde分解两部分进行分析 . 文献［25］中分析

了 SDP模型的计算复杂度问题，指出 SDP模型中每次

优化复杂度可以表示为Ο ( ( P ) 3 )，其中P为优化模型中

Z的维度 . 一般来说在确定优化精度 ζ的条件下，其需

要的迭代步骤约为 P log (1/ζ ). 因此，本文所提

MANM 方 法 的 计 算 复 杂 度 可 以 表 示 为 Ο ( ( Na +

N ) 3.5

log (1/ζ ) ). 而VANM方法多对应的计算复杂度可

以表示为Ο ( ( Na N ) 3.5

log (1/ζ ) ).
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对于Vandermonde分解，文献［23］中指出对于一个

P维Toeplitz矩阵，其Vandermonde分解复杂度可以表示

为 Ο ( P2 K ). 基于此，VANM方法需要对一个维度为

NNa ´NNa 的二重块Toeplitz矩阵进行处理，其计算复杂

度可以表示为Ο ( ( Na N ) 2

K ). 而MANM方法，其包含两

个维度分别为N ´N以及Na ´Na的Toeplitz矩阵，因此其

相 应 的 计 算 复 杂 度 可 以 表 示 为 Ο ( ( Na ) 2

K ) +
Ο ( ( N ) 2

K ).
可以看出，进行矩阵化建模后模型的维度明显降

低，因此相应的内存需求以及计算复杂度将会大大

减少 .
4. 2 重构性能分析

文献［24］中对基于矩阵ANM重构模型的性能进行

了分析，并指出当利用矩阵形式的原子范数模型进行

求解时，如果满足如下三个条件：

（1）假如回波信号二维归一化随机稀疏采样矩阵

可分别表示为Φ( )a ÎCM ´N以及Φ( )b ÎCL ´Na，且有：

sup
A ( )f ÎAM



 


A ( )f Φ( )a

m ( )Φ( )b
l

H
2

£ ς
NNa

ML
" m l （26）

其中 sup ( × )表示上确界，Φ( )a
m 、Φ( )b

l 分别表示Φ( )a 以及

Φ( )b 的第m、l行，ς为大于1的常数 .
（2）当二维频率 ( f ( )a

k f ( )b
k ) 的最小可分辨间隔

满足：

Δ
f ( )a ³

1.19
N

或者 Δ
f ( )b ³

1.19
Na

（27）
其中 Δ

f ( )a = min
i ¹ j

| f ( )a
i - fj

( )a | 和 Δ
f ( )b = min

i ¹ j
| f ( )b

i - f ( )b
j | 分

别表示距离域以及速度域最小可分辨间隔 .
（3）回波信号的二维采样率满足：

ML ³CςK log
æ

è
çççç

N +Na

ρ
ö

ø
÷÷÷÷ （28）

其中C为常数，ρ为较小的正数 .
那么，利用式（25）所示的矩阵化ANM稀疏重构模

型则可以1 - ρ的概率恢复出原始信号 .
对于条件 1，其实质是要求量测矩阵具有良好的正

交性，即相关性较弱［20］. 对于MIRSSF信号，其脉组中

的子脉冲可以根据干扰位置情况进行随机设置，且方

位向发射脉组也可以随机选择发射 . 对于上述随机量

测形式，可以通过对单位对角矩阵在部分稀疏位置进

行随机置零得到相应的随机量测矩阵 . 而这类随机稀

疏量测矩阵具有优良的正交性能，因而满足上述要求 .
在条件 2中，可见，基于CCS的稀疏重构方法，在分

辨力上有所下降 . 但是文献［23，24］中也同时指出，上

述最小可分辨条件实际是过紧的约束条件，在实际应

用中并不需要严格满足，当目标之间的间隔小于 1.19/N
时，仍然有较大概率能够成功实现频率分离 . 上述结论

将在下一节通过仿真实验的方式进行验证 .
5 仿真实验分析

本节利用仿真实验对上述基于CCS的目标距离多

普勒二维参数估计性能进行验证 . 仿真实验均基于

Matlab R2019b软件，所用计算机配备 Intel i5-9400处理

器，主频 2.9 GHz（6 CPUs），内存容量为 8 GB. 为衡量算

法 重 构 性 能 ，采 用 如 下 误 差 计 算 方 式 MSE =

 f - f̂
2

F
/ f

2

F
，其中 f为原始二维频率，f̂为估计的二维

结果 . 用 ξ ( ξ1 ξ2 )表示回波数据采样率，其中 ξ1、ξ2 分

别表示距离域以及多普勒域采样率，计算方式为 ξ1 =
M/N，ξ2 = L/Na.
5. 1 算法有效性验证

假定MIRSSF信号载频为 fc 为 25 MHz，脉冲串个数

Na为 16个，脉冲重复频率PRF设置为 150 Hz，每串脉冲

中子脉冲个数N为 16个，载频步进量Df为 4 kHz，相应

的合成带宽为 64 kHz. 假设观测场景中包含 4个运动

目标并设置其位于不同的距离以及速度 . 若按照距离

分辨力以及速度分辨力对目标场景进行网格划分，分

别设置网格匹配以及网格失配两种情况分别进行验

证 . 作为对比，采用传统 CS方法中的平滑 L0范数

（Smoothed L0，SL0）［26］算法分别对向量化模型以及矩阵

化模型进行重构，并将其称之为向量化 SL0方法（Vec⁃
torized SL0，VSL0）、矩阵化 SL0（Matrix SL0，MSL0）方

法 . 设置采样率为 ξ (0.60.6)，即选取 36 %的回波数据

参与重构 . 图 2中给出了在信噪比为 10 dB条件下利用

上述4种方法得出的最终二维重构结果 .

从图 2的结果可以看出：利用传统 CS方法以及基

于ANM的无网格稀疏重构方法均可以准确的对网格匹

配目标进行重构 . 而对于网格失配目标，传统CS方法

存在重构误差，得出的二维重构结果在正确位置附近，

且同时存在虚假重构，甚至出现重构错误的情况 . 而两

(a) 网格匹配 (b) 网格失配

图2 不同算法距离多普勒二维重构结果对比
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种基于ANM的无网格稀疏重构方法可以准确的对 4个
网格失配目标进行准确重构，具有相似的显示出失配

条件下良好的重构性能 .
5. 2 计算复杂度对比分析

本节进一步以计算机处理时间为主要指标来衡量

不同方法在计算复杂度上的差异 . 为便于分析，实验中

假设N等于Na，且保持合成信号带宽不变，图 3为不同

信号维度条件下不同算法内存需求以及处理时间的对

比曲线 .
从内存需求来看，MSL0具有最少的内存需求，

VSL0内存需求有所增加 . 由于MANM方法内存需求

为 16（N+Na）2，因而内存需求大于MSL0算法，但相比

于 VANM算法，内存需求大大降低 . 在优化时间上，

VANM的运算量随着数据维度的增大而急剧增加，当

维度为 22´22时，其运算时间近 2000 s. MANM方法其

运算量得到了显著减少，在上述维度条件下，运算时

间降至 1 s左右 . 此外MANM方法的运算量随着数据

维度的增大而增长的较为缓慢，始终维持在较低的

水平 .

5. 3 重构性能对比分析

为进一步验证所提方法在不同条件下的有效性，

假设信号参数设置保持与 5.1节一致，图 4中给出了不

同信噪比以及不同采样率条件下的重构误差对比曲

线 . 其中，图 4（a）中设置采样率为 ξ (0.60.6)，即分别

有 60%的距离域子脉冲以及 60%的多普勒域脉冲串参

与重构的结果 . 图 4（b）中设置信噪比为 5 dB. 仿真结

果显示的为 200次实验的均值，且设置的 4个目标位置

在每次重构时均随机产生 .
从图 4中可以看出：在不同信噪比以及不同采样率

条件下，2种基于传统 CS的重构方法重构误差大致相

当，且具有最高的重构误差，重构误差均维持在 10 dB
以上的水平 . 对于 2种基于ANM的重构方法也具有一

致的重构误差，表明矩阵化处理并没有降低重构性能 .
相比于同条件的 CS方法，其重构误差至少降低了

10 dB. 尤其是在信噪比以及采样率较高的条件下，重

构误差降低了20 dB.

5. 4 分辨性能分析

在 5.1节的参数条件下，基于MANM方法的最小频

率间隔要求为大于 1.19/N. 为验证算法的分辨能力，假

设存在两个随机目标且设置目标之间具有不同的频率

间隔，图 5为两个目标在不同间隔条件下的重构成功概

率情况示意图，图中所示结果为 500次仿真结果的统

计值 .

从图 5可以看出：当频率间隔大于 0.3/N，所提方法

仍然可以较大概率实现准确重构 . 在采样率较低的情

况下（ξ (0.40.4)），当频率间隔大于 0.3/N时，其成功重

构的概率高于 85%以上 . 而随着采样率的提升，在频

率间隔大于 0.3/N的情况下，其成功重构的概率基本接

近于 100%. 因此可以得出，实际所提方法分辨能力相

比于理论分辨率提高近 3倍，也验证了所提方法理论分

辨条件是过紧的 .
6 结束语

本文将多周期脉冲内随机稀疏步进频率信号与

HFR相结合来减少相参处理周期，并针对上述信号提

出了一种基于矩阵化原子范数最小化的距离-多普勒估

计方法 . 通过将二维参数估计问题转化为矩阵化原子

范数最小化问题，在连续域上进行二维稀疏建模与求

解，在保持高的重构性能的同时有效降低了复杂度，提

升了运算效率 . 相比于传统CS方法，所提基于MANM
的重构方法在运算量上仍然有较大差距，在高数据维

度条件下尤为明显 . 因此，在保持高的重构性能的同时

进一步提升运算效率也是下一步需要重点考虑并加以

解决的问题 .

G
B G

B

(a) 内存需求对比 (b) 运算时间对比

图3 不同算法计算复杂度对比

(a) 不同信噪比 (b) 不同采样率

图4 不同条件下重构误差对比曲线

图5 不同条件下重构误差对比曲线
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